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Vorbemerkungen:

Grundlezen aus der Crenzschichttheoris.

§ 1. Die Differentislsleichung der
Grenzzschieht,

Die Prandtl’ sche Crenzschichttheorie hat es zuerst
ermbglicht, die Bewegungen einer Fliissisgkeit mit kleiner
Zéhigkeit theoretisch in befriedigender Weise zu erfassen 1)
Die Annshme der Crenzschichttheérie geht dahin, dass mur
in einer diimmen Schicht um den umstrimten K&rper, der
"Grenzschicht®, die Reibung Einfluse hat, da die Flissiz-
keit an der Wand haftet, daés aber in weiter Entfermung
sioch annihernd Potentialstrtmung einstellt, Durch eine Ab-
schiitzung der Clieder der Navier-Stokes schen Differential-
gleichungen gelanzt man s0 zur Differentislgleichung der
Grengschicht, die 1904 von I’randtll) aufzestellt wurde
und fir Stromungen in der RKbene léngs der CGeraden ;t =d
lautet: ‘

;iof 2;‘/‘/= A A A )

Der Druckverlauf ist durch die Potentialatramung% sus-

serhald der CGrenzschicht bestimmt:

— g dp U
T, figpesTney piak Z/

Zur weiteren Bestimmung treten noch hinzu die Kon- |

tinuitétsgleichung
Coirt el .
2x 9/ |

und die Haftbedingungla der Wand ghi= = /.

1) L.Prandtl: Verhendl.d.HE intern.Math.Kongress 1904
(Heidelberg)-l.eipzig 1905, S5.484,
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Diese GleichunZen Zelten such, wenn wir eine krumme
Wand haben und als Koordisaten die Bozenlénze X und den
;aamishtaa Abstand vom KSrver ;/ verwenden,

Voa Blasius'!, Bolize®), Hiemens®) ist aie Differsn-
tialzlelichune der Crenzschieht fir eianize Fille inte-
sriert mit Hilfe von Aehnlichkeitsbetrachtunten, Reihem~
entwickelungen usw, Vor allem wurds dabel die Ablisunz
der Btrﬁm von dsr Wand erklirt,

§ 2. Der Impulssets der Creszschichttheorie

Zlue Vereiofachung der Rechnuns ist durch Eiafihrung
der Integralbedinzung erszielt worden, die v, Intmaé‘)lm
aufstollte, Fimmt man an, dass fiir 7—%/’ keine merkli.
ohe Abwaichuns der Strimuns von der Poteatisl bewezua
vorhanden ist, (/ *Oreusschishtdicke,® Puuktion ven X«Z.)
50 kianen wir durch Integration der Differentislsl, 4,
Oremzschisat (1) ngeh 4 @wischen den trensen 0 ~ccl
die Intagr&:‘;hadim erhal ten;

R /(@/ﬁ

ﬁ—wvx“ A R G

Diase IHWBJ»M&M% ist inbaltlioh ideantisch mit dem
Tepulisaats, ‘ :

Wenn wir fir des OSeschwindizkeitsyrofil -« (- /11:
der Greazsohiecht [ 4 < £yq< s ] einen Baherungssusdruck
einfilhren, so bekommen wirdureh die Iategralbedinzung
oine Differsatislzleichuns fir J, die Crenzschiohtdiske,
als Fanktion von X und . )

?ahlhamansj hat das Verfohren auf eine Ra'm DY G K
tisch wichtizer Fille des stationtiren Problems engewsndt

1) H,Blssius, Dies,08ttinzen 1007 Zeitschr,f Math,u,Phys,
86, 1908, 8,1,

‘ 2; B.30ltze, Diss,.0Bttinzen 1903.

&) K.,Biemanz, Diss, C8ttinzen 1911, Dinzlers polyt.Jourm,
Ba, %26, 1911, 8.321,

4) ;aé;%mﬂ. Zeiteehr,f.anzew Math u Mechan, Bd.l. 1#%1

5) K.Pohlheusen. Zeitseohr,.f.snsew. Meth.u.¥echan, Ba.1.
1921* nhm.



und gute Anniherung.an die Ergebnisse erzielt, die man

e

aus der Behandlung der urspriinglichen Prandtl’schen par-
tiellen DifferentialzleichunZ gZewonnen hat,

Kap. I. AllZemeine Diskussion,

R -

§ 1. Die Differentialel. d. Problems
und ihre VereinfachurZ,

7Zweek der vorliegenden Arbeit soll es sein, die Stri-
pung um einen in desn gleichfirmigen Flissigkeitss trom
eingetauchten rotierenden Zylinder zu betrachten. Es wird
sich dabel als notwendiz erweisen, vor allem auch die zelt-
liche Entwickelung der Crensschichtszusténde zu beriicksich-
tigen,

Wir gehen dabei von einem vereinfachten Bilde aus;

Das ganze System: strimende Fliseigkeit und rotierender

Zylinder, soll plitzlich, mit einem Ruck in Gang gesetzt
werden, von da ab¢£%é3=4)7aber konstante Ceschwindigkeit
naben. UntersuchunZen von Blasius ({fCﬁ) heben zezeizt,
dass dies vereinfachte Bild zuléssig ist, Unter der Wir-
xung der durch den Stoss hergestsllten Pruckverteilung
wird sieh zunichst der Zustand der Potentialstrémung ein-
stellen, die Crenzechichtdicke also 7 sein, spéter
bildet sich denn die Grenzschicht unter der Wirkung des
Reibungsgliedes und dann der konvektiven Glieder aus,

Wir setszen Bbunlich wie Pohlhausen

stan=nasdhon= gl g7 .

Die Integralhedingung wird d n

/¢z7 24 /?“? "9—/;:%
[y = Y



Far /y/ nehmen wir einen Ansatz 4, Crades:

e =t ay 2 lyireytr Ayt (3

Im folgenden wollen wir ﬂals zeitlich konstant voraus-
setzen, Als CGrenzbedingunzen sind vorgeseben:

1) fur,? V'd =@ wo & die RotationsZeschwin-
dickeit des Zylinders bedeutet.

—,

Jy « =
2] e = O /
3) tur/y"‘f/f;;z-: ;4?-;7"— //é:

wenn ich gorsussetze, dass fur (ﬁ =/31e Differential-
%la:l.chun.? der Grem:sahicht (1) erfiillt ist. Fordern wir,
dass und /3 4:. fir %-—/sstetiw bleibt, 80 kin-
nen wif da Qg{ mzd g% in der Potentislstrimang
sehr klein srefranubar den Werten im Innern der Grenzschicht

sind, Zeniihert als weitere Grenzbedinsungen angeben:
4) tir & -—-f ?‘“ =J
5) fiir 7 = f 9,«/ — d &

O
Es ﬁerechn&t aieh hierauns:
o el
g »_W—-w/-fﬁ Hosivsislodeus
e ol Ly biste g s
i . e 7 (4)

.wobei /2 die Aimensionslose Zahl % / 7 bedeutet.
¢ ist dsmit in Abhangigkeit vonZ oz Dengiaek,
Aie letzte Unbekamte /?/Jff/ zu bestimmen, setzen wir
firg = ﬂ—l den Wert sus (3) und (4) in die Integral-
bedinzung (2) ein und erhalten demit eine Differential-
gleichung fir /-. , Diese lautet, suf ihre einfechste ¥

Ab-
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gebrecht, indem wir =
/

[m Y (U-0)+ G RHAS
9*' 126 [~ 215 14 #SHATA 2) %4 W (%

5 G0 SRV G
5'7{;0);; (% - m){,}f/ﬁ?ﬁ Y/ U

o ﬁ"’[-*#r;’ﬁ/ g8 AR K %)

Als Apfangsbedingunz heben wir Z.= O s =— O
Gesucht ist & sls Punktion von X md’é , cder Zeome-
trisch gesprochen, e¢ine Tutegralfléche 213%;} « Ra ist
man mdelieh die Intezrstion der pertiellen Pifferentisl.

vleiehunz 1, Ordmuns auf die Tatezration eines Systems

gewthnl icher Dilfereantislslsichunsen suriicé:mszmr%n', ine
dem man die auf der Tntegralfliiche liezenden "gharakte.
rischen yurven” konstruiert und aus ihnea die Tntefral-
fléche sufbvent, (Canehysche Chnrakteriatikenmathoael))..
Die vorlieczende pertielle Differentislszleichunz (B5)

kann ich suf die Form bringen:
e, )28 p ) =0.( T3
G z‘%&-; S~ e /2 = 75
. Pie cherskteristischen Differentielzleichunyen sind:

s e (R
o W

b dae] -
oe Ll S/

}Jurch die Schar der Cherskteristiken, die durch dles

1) vel.etws Horn: Part. pifferentialzl, Leipsziz 1910.§ 10
£f, ves, § 12,

oder Bieherbach- Differentialsleiche, Berlin 1923, III.Ah.

sehnitt, § 2, 8,203,




&
Y x

sirultens Slejchunrssvotenm bestismt sird und dwroh die
Repikwrve & =4 £~ =/ hinduwrohrehen, 1st die sesuchte
Irtecralfische bestimm:t, (&) iat dabei wnebhénzis von (7)
gu l¥sen, de 7 in (&) uicht suftritt, (6) ist die Diffe-
rentielgleichucs, die fir dss etationive Problem £ilt;
denn 2ie ursyrinrliche Differentislrleichunz (5) besw,
{5a) roduziert sich, wenn man Z als mzzf nnabhiinris,
stationiy voraunssetizt, an

?ﬂf/%— + ﬂfx&/'=~f" /'W""
mit {f::s) identisch ist,

Zu jesdar B(x) = gurve {u}[ﬁn},iaaiw Interrationt.
kountente, elnparametrize Kurve:mc*m]’%ﬁrt disjenize
Zlt)= gurve (7), dis ves & = V'Z‘?{:;;j s Z(///Z

L BRI ) MM 55 ISR 41 S e T
A~ MU-213 1245 A #A ) U780 fyé/{//.ﬂ,;.m |

L D[ Ytp v (% ~co)+ 68 7 UNT |
B Y(-2/5,72 7‘5'7—(/' At lr ]~ 77808 7 TZ67) #7354

Aus diesen Darlesunsern erhells, dsse man mit elnom Toerin.

ran wahrsulsand apn Bechnuns, sls des stationfvre Problem
{8) erforiern whrds, den seitlichen Verlaufl nach dieser
Methode beherrsohen ksnn. B2 wird sieh hersusstellen,
dems such fiir 4ie Lisunz des stationiren Problems dis Be.
trechtuny des geitlichen Verlewfes notwendlz ist,

Wellen wir den Verlsufl von = fir eise bestimmte
Zeit Z, ermitteln, 5o siehen wir bel graphischer Der-
stallun? i&(f)‘/ = piscramme die Jerads ZL—';Z; und Pro-
jizierea dle Sohplttpuckte
mit den Z (X)) = Zurven auf

die gurehfrizea 2&J) = Eure

ven, bie Verbisdunseakurve
dieser Projektiocsen zibt

e

— - . = emf ==
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Tn meanchen Fallen wird es sich zweckmassig erweisen,
neben den Projektionen der charakteristischen Kurven in
der (z;xj = tmd der &X] = Ebene, die wir bisher betrach-
teten, such ihre Projektion ia der (E,L? = Ebene heran-
zuziehen, deren Differentislzleichung nach der Charskte-
ristikentheorie

. f
i = 4/7‘?2%

W 7///7%//

— 6FG, (Y - cv) + 56 7 “A

An einem Beispiel mBze das Verfahren erliutert wer-
den, R8s seil %E f 1{:9’ Ié/ Pie charekteristischen

Nifferentisalrleichunsen 8ind:

e _ 48 AR _  SPY
74 TH L™ 2

g ﬁ//w« ity
/2 T E A 2

L7
Durch Elimination von X erhalte ich:

i c.ﬁﬁiﬂ¢+é.
=

Folzlich £ = 0¥ x+%y, = gg—‘%-ﬁ Cz .
&/

a8
Aus der Anfesnssbedinsung 2=/ fir f"—"o‘ bestimmt sich
= 50 %
g = X i
/= T
Unser Ansatz (3) u. (4) liefert hier:
. =
Sl A o 5 o &)

Die Differentislzleichuns der Grenzschicht (1) lautet inm

: %
diesem Falle in Uebereinstimrmung mit den Navier-Stokes seher




Pifferentislzleichunsen;

3 0..- ?{4,
YE T i - ¥
Oater Beriicksichtiruny der Anfande- und Grensbedinsungen

erhalten wir als LBsunz
? e =
'/Qzéjé/—[?;é_‘/e 2'4(7)} wobei

% = %“ ist, Wir &tenan dis Werte von & — < fip
v=4 F=7 nach der ¥iherunz und der exskten wm in

ser Tsbelle sogentiber. - g
- A = o,‘, i ;

Niher?, Exekt - |
Siv ot 0 08t - el
0,6 0,267 0,276 = :
1 0,512 0,520 E =
1,8 0,600 0,721 o
2 0,857 0,885 [ ; ‘
2,8 0,045 0,922 i a0
5 0,989 0,966 73t /—@4—‘3—
3,6 0,987 oy - .

die Baherung durch die P 4 il
Pie Anniberuns 1at recht fut, ‘ DR e

& 2. Pormsle ELF;:isﬂ&dsz tan der cherskteristie
schon Differentislzleichunten.
bie cherskteristischea Differentislgleiciunsen (6)
uud (7) sollea wir graphisch mit Hilfe des Isoklinenver-
fahrens l¥sen, Zundohst sollen sinize formele Eisenschaf-
ten fastgesm}.}.ﬁ xeraea. Von Wichtickeit siud zuerst die
Tsoklinen, suf denen z = ""f beew, ‘t"ag;' —o wird,



Pifferentislzleichunren:
=z
Je s 2_“_‘:' -
L Py
Unter Beriickslichtiruns der Anfande- und Grensbediszungen

srhal ten wir &is Ifeans
| 7 S
'/Qzﬂé/-lr;?.a/é ?5(0} =obel

7 e ﬁ’—t—"‘—f‘ iet, Wir stellen die Werte voun & — <« fir
v=4#=7 noch der ¥aherusz und der exskten Lisunz in
: | | :

£~ ‘ i
ner Tebelle secenfiber. 71 | -
- L | ,7707__ S R R % N el o ._A ._..:.M,. s '"'7"“‘&'"”"

/

Behert. BxeKt | o -
o . e e e
0,5 0,267 0,276 g
1 0,512 0,520 e R Baad s o _
1,8-0,00000m -0 o 8 4 L |

Ut=0 |
2 0,857 0,848 7 o Py |
*ﬁ;s ﬂg%ﬁ Q,QE@ ‘92“.“;- - _“_E/fgé'z -‘rki;‘

3 0,989 0,966 |
3.6 . 0,087 | .
In der Abbilduue 2 ist éiﬁ exekte LUeunt cureh die n?m, '
die Haherwne durch die Punkte bezeichnet,

Pie Anmsbheruns ist recht sut,

§ 2. Pormsle Exée-mc}mf%em der chersktoristie
schen Differeatialzleichunten,
bie cusrskteristischea Differestislgleichunsen (6)
und (7) wollean wir grephisch mit Bilfe dee Tsoklinenver-
fahrens lisen, Zunéohat sollen esinize formele Eizenschaf-
ten festrestellt werden, Von Wichtizkeit sind zuwerst die

ré

Tsoklinen, suf denen z --gf. voww, 7= L oo wire.



Es ist nach (6) wnd (7) SR FAZ (A= z{/?—j

L P8P W -io) AR Bt ) AL 435 18 T T B2

[(TRPCU+LFco +ZA ) —TRU #722k ZA)
/e QEL—CEl F( U —ci)+ SGEFZA/
(TFHY # a7 TN~ AR B+ 720 #ZZAD
- EE 36T

/;752( + YZb er # }/‘\)

demnach wird, wenn & 5/0 ist, 2—-/=_. fos
Wi N\, ~—7ZFE—2FE 5
2) gur N, = 2/~ Z—é“‘—"—)

Mache ich #ber die Potentislbewegunz folzende Vorausset-

Zung: % soll vom Staupunkt nech beiden Seiten des Zylin-
ders zu einem Extremum ansteigen, sbfallen und asich hianten
wiedser in einem Stasupunkt susemmenschliessen, S0 kénn deh
einire Aussazen iiber die lLage wvon & /;:a., machen, Das Ko=
ordinetensyetem will ich so legen, dess der vordere Sta0-
punkt in dem Nullpunkt fallt und dass &) stets positiv
ist, :

Die Furven 2 = o< haben bei & =0 wund Z//—_-_
ﬂns‘tetigkeita’}mzkta. Man unterscheidet folzende Pille:

AT Y Wik
b s b —""—;/’?;f
Faeb kb T 3
/ |

B\ Y BN

7
Bei 4= wirda 2 =00 4/ 7 :
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1) fir A, = — '/5%/
2) tir A, - /2,
3) tar L — O,
Die Diskussion der Kurven 2 /— ©9wird uns erlsuben,
verschiedsne Tvpen unseres problems zu unterscheiden,
Die Isoklinen » "=/ 1lasseén sich nicht so leicht
in ihrem allgemeinen Verlauf festlegen, Eingelne Punkte
dieser sehr wiehtizen Kurven sind fir & £ O

'1) m?(—-—a,e’-.—_ahi A= 6,97 7L =2y 2

‘mp pimd Aol &= /2072 (=20
2 BH %8755

rd

2) fir

Was die charakteristische Cleichung (7) betrifft, so
wira Z'=oce gty A — A,=~/57?‘3}J§"Dagagen wird
'f';écv pur A ='-).a:.}3benso wirdZ”/ niemals &~ .

S8ingularititen ktnnen in den charakteristischen Dif-
ferentialgleichungen auftreten, wenn 2 ‘= ?g_ wird, al-
80 ein Schnittpunkt der Tsoklinen % =0 und = = oo
eintritt, - Die sinsuléren Punkte suf A=A, ,= — /78
-Zf/ﬁmﬁgen els singulére Punkte 1., Art bezeichnet werden.
Uns interessieren dabel besonders solche Punkte, deren
eins singulére Kurve die X =Achse sghneidet, Es wird sich

zeigen, dass in den vorkommenden Fillen Z" fir diese Pmnk-

te im (ZX)=vezw(Z 2‘/"

i e o e o - . —— - -
' / - Disgramme nach®? geht, In

einem speziellen Fall wird

i
|
i
}
I :
| diese Tatsache analytisch

A bewiesen werden,

| i

| Was die Singularitiéten
l _

, Adby | suf A=A, = R(7 -7 )

: vetrifft, so tritt eine sol-

/
/

X

che "Singularitit 2.Art? immer ein fir = =0 = /4

und zwar ist dieser Punkt im allZemeinen ein Strudelpunkt,
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was suf 4is cewShnliche Art dureh Relheneatwicklung des
gshisrs und Bepners von Z /bewissen werden ksnaz-. Doah
aind sa saderen Stellen Jurchaus noch andere sizsulére
Puskte £.B. Sattelpuskte miclich, Wes Zeschisht dabed im
(X )= Disgreem? Wir haben sn die Tatssche snzukndpfen,
aoss tur A= A4, Z7  endlich bleibt, Babs leh
im(2x )= Dinzremm siso Kurwen, die A . schneides und
ate X = Aghse eimmal treffem, so bekomme ich im(Zx)=
Diasramm Rickkelrpunkte. &aim@iﬁaa dis fraclichen gurven

e P dis X =Achse gweimal, wie
' | %.8, beim Strudelpumkt =&
E 2 =0 sp schliessan sich dle
| . % Projektionen im #x = Dis-
i sramm nleht, Konstrulere ich
|

| auf dle Ebliche Art 2 xT)
/* ‘ fir kosotanten T =T, , S0
- ; X - arhalte iech einen Sprang ia

2-(x,7 ), Diese Tatssohen
spiesela sich smaleg g2 -
Disrramm Fiader,

ische Desutuns der mathem,

HEE o

e Piskussion der charskteristi-
2 /n. fn oinem Beispisl sollem

X ht und 4le mathematischen Br-

A43.§
~gbnisse physiksliseh Fedenist warden.,

sie eirceprizte Strémuns // sel zleich der wraming-
iichen Potentislstrimuny um den Zrlinder {ohne Zirkula-
tion). % sei Z/=2) Frn X unt W= 7. 7 1st temn
aie Ceschwindizkeit der uwntestérten Flassizkeit, 7 der
Zvlinderradius, ¥ir konstruleren in der besproghenen Yeise
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was suf 4ie cewShnlighe Art dureh Reiheneatwicklung des
gahlsrs und Bemmers von Z “vewiesen werden kam; Doch
sind sa snderen Stellen Jurchaus noch andere sinTulire
Punkte .3, Sattelpunkte mislich, Was zeschieht dabeli im
(£X)= Disgresm? Wir haben sn dis Tetsache snzuksipfes,
aess tar A= {4, 27  esdlich bleibt, Habe lch
im(Ex )= Dinzremm slso Kurven, die A . schaeidex und
4te X = Aohse eimmel treffen, so bekemme ich im(€ %)=
kiaﬂrm nﬁm@mmw. _&%mﬁiﬁa&n dis fraslichen gurven
die X =Achse sweimal, wie
2.8, beim Strudelpumkt 7 =& |
Z =0 sp schliessen sich dle
Projektlonsn im #x _—;ﬁia-
srarm nicht, Konstrulere 1ich
auf die Sbliche Art 2 T)
fir konetantes Z =T, , 80
srhalte ich einen Sprung ia

. 2(x7 ). pisve Tatsechen
. splezela sich snales e U=

NIEDERSACHS.
STAATS- U. UNIV.-
BIBLIOTHEK /
GOTTINGEN 7/

§ 3, Phyasikelische Jeutuni der mathom,
Brrebnisse.

~ Damit soll die formale Diskussion der gharekteristia
sonen gurven ein Ende finden, An oinem Beispisl sollen '
die Verhfiltnisse klar Zemacht und die mathematischen Br-
sabnisse physikeliseh redentst warden, ‘

91s einzeprizte Strémunz /A sel zleich der wrsyiing-

iichen Potentislstrimuns um den %rlinder (ohne Zirkula-
tion). %8 set /=) % X uns &= 7. 7 ist dnun
aié Beschwindizkelit der unrestirten Pliéssizkeit, 7" der
Zylinderradins, ¥ir kesstruieren in der besproghanen Welse







i,

iz

Eheineel

j= aie 2 (x t) Kurven fir mehrere Zeiten (Abb,.6), wobei wir
in denjenigen CGebieten, wo die Kurven des @Fx ) DiaZremmes
steil verlaufen, am besten das & /ﬂanstaf:t da(ZLJQ.::- Dis-

grammes vsmnden[atatt 87’-" und X 8ird in den Fizuren
die dimensionslesen Crissen ér_&ﬁjz—? i _Q‘F

i sufgetrasen,/ Dabei bemerken wir, dass diese so kenstruier-
ten®temporéren Kurven” sich zewissen & X) =Eurven mit
wachsenden ¢ nihern., Im 4. Quadranten desé«xjéniagrmas
naben wir einen sinzuliren Punkt 1. Art und zwar einen
Sattelpunkt, friiekt fir diesen Puunkt, wie die Diazramme
zeigen, nech #° ; die temporfiren Kurven niihern sich der-
Jenizen siﬁgulﬁren Eurve durch den Ssttelpunkt, welche

die X = Aghse nicht uchneidet, asymptotisch. Mit anderm
Worten: Diese sinmiidre Kurve (T) ist die stationiive Lisung.

Seltsamerweise weist die geitliche EntwickelunZ von =

x| .~ 4in der Umgebun® von A= eiren Srrung begw, eine Liicke
' auf, wie wir schon oben (8.14) bewiesen, Wes hat dss phy-
sikalisch zu bedeutent

Cehen wir sauf die Differentialsleichunz der COrens.
| schicht (1) szurick und l¥sen diese im Amschluss an die ven
. Blasius (l-e-) fir & — (} zezebene Lisung, so erhaslten
Ba§ wir:

oo
oZ % Dy At iy

: ‘_ und, falls wir uns, wie Blasius, euf 2 Glieder beschrinken:

EIE =

4 v 7

o ,a.:_—@(» w) r/+lf-i—___,fz-’/a¢r _f% %ej %
‘ 52 2 7-—06" 5 oy -

| BTV

B e T o feTe

B (v 7e "+2r 7)< ") f

| el ™ —

P [ Gl e s 77T
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o1 7=’ gaige sich nichts Besenderes,

Unsor Fibherusnsaverfshren beruhte dsrsul, dass wir fUr
4 =7 wna g =/ tie Differentislsletchung 4. Orems~
sehieht (1), fir dss fvischenseblet den Tupulassats (Inte~
gralbedinzuns) (2) erfillten, Dies Niherunzsverfebhres
schelnt alse im fraclichen Bebiet zu versazen, Wir versuch-
ten, dureh sndere Ansitge iy Cf) s Rrfillms des Ine
plscsatzes fir 2 Tellzeblete der Cressschicht u.b, dies
seheinbsre Versesen zu bescitizen- Anszedebhute systemati-
sehe Versuche in dieser Riohtunt hattsn eisn segatives Sr-
zebnis, |

 Die Erklsrung fir des Verhslten llest vielmehr derin,

daes in dlesem Cabiet 2 Werte dor Treansachichidiske nmiiz.
lich sina,

Wie aine dersrtise Dopreldeutizieit szustande kosmen
kaun, soll mm einem einfachen Beluplel gegelgt werden,

Bise obens Wand werde in eiser rukesnden Flissizkedt
in sich verschoben naoh dem seitlicken Cesels 4, =27 z

1) Dis Lisung der Differsutialslseichuas der Srens-
sahicht (1) ist -~

S = @ el o R / ﬂ—;yv“'é).

{nach dem Verstreichen léanzerer Zeit, nicht vom Bezinn der
Bewezung sb) (Abb.7)). Wir sehen, dass des Profil mehrfach
susblest u-d Aie Tatsache, desssl wmehrfach den Wert 2=/~
annimst, weist wns schon auf die Mizlichkeit mshrerer Wer-
te der "remssohichtafcke® hin, aie js dureh « — Z  che-
rekteriziert war,

2) ¥ir wenden euf d4ss Problem usser Hiherawsverfahrsa
sn, indem wir fir & = 7/ ale Differentislsleichusg der
Srenzschicht (1), fir das fitrdsze Oebiet den Impulssats (2)

enwendens

Y = Cogl AZQ4ZLE- Leay?

%—"‘sz(ﬂrw:-

4¢E' dp Chﬂv?f'(fhf—- (;/
ar - Zdﬁrz"/—vmz‘ )
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Die Anfanzsbedinrung erhalten wir, indem wir fir Z=aen
Wert von / /4 @ﬁir die exskte LUsung und 4ie Fiherung
0
dvereinstimmen lassen. (AbB.7,II).
Re geist sich, dass nieht Ubersll das melrlaghe Ver-

gehwindan von 4 im exakten Profil ven der Bilherung wie-
derraceben wird, dass sber in sinem Tellzebliet doppelte
Werte von / anuftroten, Die Cesciwindigkeitsprofile, dis
zu dan zeel Werten von /'frehﬁraa, gind debei selx #hnlieh,
wie 2is Pizur geirt; die Doppreldeuntizkelt bringt debher kel
nen ernsten Sahsden,

3. Wir suohen die exekte Lisung sul folzendem Wege

noch mebhry angucihern, Pen dnsats

& = % 7%% 7‘«7{}//-

denken wir usns in die Biff-f—;l. de ﬂ-raz;zaahicht-‘(l) CY S

mafzt

9{ %77# 2——{/7‘ é o7 —/—l_’/ //hf; |

wenn wir une suf die Glieder 0, und 1, Ordaung h‘z}h@-
schrinken,

Padurch, d4ass wir die Differentialslelchuns (1) for
}. =/ orfullen:

p A = Frpe 7'—/27_——974

haben wir sie (1) in :mn filiedaorn 0, Ordnuny befriedigs,
Dar Cedanpke liezt nahe, gariberhiseus such in dsn Cliedearn
1. Ordmung 'ﬁ&bﬂtaimtimun‘; har‘baizmt:i&mn'

Im vorliszenden Falle also.

/cz" 22

Denn Rimsetzen diesea Ansatzes in den Tmpulssats, ¥ir kﬂa-



|
8 |

nen uns iber dass Aussehen der Losung einige Gewissheit
verschaffen, wenn wir _%fé' sus der 1, FTaherung (unter 2)
entnelmen. ¥8 zeizt sich (AbD.7,III), dess die exakte Li- 3

L

sung schon bedeutend besser angehihert 1st, —

Es sind tberall zwei Werte der Crenzschichtdicke vorhm::.aen;?
der eine Wert aber artet aus,.

(Amnmerkuns: Dies Niherumgsverfahren {(unter 3) fihrt r
beim Problem das rotierenden Zylinders nur im statioafiren ‘
Fall und fir «/ = O auf einfachere Rechnunzen). |

Pursh die susfiihrliche Diskussion dieses Belspileles l
haben wir die Hilfsmittel entwickelt, um das Verhalten |
der LBsunZen beim rotierenden Zylinder in der Umsebung
von H=w zu verstehen, - Wir hatten schon festzeatellt,
dass dle temporiren Kurven die singulare Kurve I (AbD.6),

die durch den Settelpunkt 1, Art im 4. Quadranten geht,

esymptotiseh erreighen, «— e <
Im 1, Quadranten £ibt es in der UmZebung von U= oi- :
ren Sattel punkt 2. Art, dessen eine singulére Kurve sich
der Kurve I mehr und mehr néhert, wiihrend sich der ande-
ren sirruliren Xurve (II) die temporiren Kurven ebenfalls
anscimiecen, allerdings nicht in asymptotischer Néherung,
Als stationsire Lésungen haben wir mn offenbar nach dem
vorhergzehenden die Kurve I mnd IT zu betrachten. Es gZibt
damit in der Umgebung von % = ¢l zwei Werte der Grenz-
schiohtdicke, deren einer dureh I, deren anderer durch
II dargestellt wird, Der Wert auf I artet aus, indem er
bel Z{ /=0 uachao geht,.

Die Betrachtung des CGeschwindiskeitsprofiles besti-

thgt unsere Aunshme (ADD,.8) —
Es zeigt sich, dass je zwel rehc‘windigkeitaprefu_e P

dem Gebiete der Doppeldeuntigkeit wen f sehy weniz von-
einander verschieden sind. wmgen
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Die ubrizen siszuléren Lwrven liefern kelne eifent.

lichon stationkren i.&sun%aan, was bdeil Detrachtun? der teme ;
poriren Eurven erhellt, Es fehlen nimlieh hier die charsk-
teristischen Formen des Anschlusses en dle vorherpehendsn

gtationiren Kurven, wie wir sie oben gwischen T und IX

festetellten,

Aus den bisheriren Darlegungen wird kler, dass die
Grensechichtdicke  physikelisch nicht so messgebend ist,
huch dis Tantssche, dase bel vers z;.iedem%;liaarlg& Ausats
voun (" 7/ rang verschledens / hersuskommen, welst dar-
auf hin, dass /Z'missammﬁan oy =ine Rechensrisee 48P
stellt; versténdlich, wena man bedenkt, dass 0/, snstelle

eines strenz zenommer unendlichen Wertes in deam Fiherwungen
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Wernm wir nun einen stetigen Verlauf unserer Lisung
erzielen wollen, kEnren wir so verfahren, Wir misgen (f

auf dem bisherigen Weze ermittelt haben und wimderum eine
Licke bekommen habene Weno wir nun ein f nach Gefihl

vorsohreiben, indem wir die Licke Uberbriicken, so kinnena

»

wir danu einen um ein Glied erweiterten Ansatg fir /‘ﬁfy]
vorschreiben, dess nach Erfdéllung der Ublichen Randbedine
gunzen noch ein Koeffizient freibleibt, der aus der In-
tezgralbedinsung bestimmt wird, So ist es mdclich, stets
@ine stetize Lisung herzustellen, Doch filhrt das Verfah-

ren nur im stationiren Fall auf einfache Rechnungen,

Eap. II. Bisz lelle D.Lskn.asien.

s S 2

§ 1. Bei uwnverénderter Husserer Potential-
8 trfmun® .
yach dieser allzemeiren Diskussion wenden wir uuns
nupmehr den verschiedenem Typen unseres Problems zu, Die
einceyprizte Strimung 801l zuniichst, wie bisher die
urspringliche Potentialatrémm;g ﬁ?é/}ﬂt«l sein, Die
Cestalt der Isoklinen % /=40 wies uns schon dareuf hin,

weleche Heuptfélle wir zu waterscheiden haben:

: o e

iy 0 = gy - - 4 e A
- |
1) & = ﬁl)ar stationfire Fall ist bereits von Pohl-

nausen (1.c.) mnsercucht worden, Die charakteristischen

Differeatialffle iehunzen lsuten hier:

QI Jp P24 N673Y 4 A~ 4 39— 4 § DL )-A YA 5’5{//
UL~ 2273 75, 7 ¢p\{)

i~

/ 98 - S&F
N 7y : |
Sirzulire Punkte have ich fur ?—’ bﬂi-‘/i "‘://Yﬂ'g?///;/'

& .
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Bs sind Settelpuckte, von denen -.:iie tel A-—:Z'O £2 und
~ 73, 8 s1s Sattelpunkte 1. Art zu betraohten sind.(Abdb.9)
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In dissem Pall soll anﬁlytiac& bawiensn mréen; assa®
fir /i = 7’0 X nsghos gmeht. Die aherskteristische 2¢r) =
Kurve hat bel U =10 430 t10i0tume X = g 2 velievis,

%s ist hier A=A 2= Wwd%-— Zfﬁ 2 Pie Projektion
der aharskteristischen Kurv@ bel / J ist also méi‘-l‘/_:
Diezrems nsoh Cleichunz (8) bestimmt dureh

-DFR S TGS E — SR E— 7 °
n?" BT, s ST BB ;
DPie Taterration lisst sieh in dieaes Falle explizit sus-
fibhper: _ : >

 Seleigge sl v . e Zeidhd
2 2‘%‘7527/- —fﬁ'fﬁ F+738 A
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die/f reell sind, T, = — g, 338, ‘
LYt = — 47764 )"ﬁ~%aﬂ)+72§aé‘/%-—/g;/
2 Ay ,&»I@%#F@f, + Cocen |
- = 9oesl | iLs - yosn| +4 L] PP
# oty b (L5 4 T38|+ 35S Moe o522~ Ay LB
— Ay b 738
d.h. ¥ rgeht fin %: Zﬂ.ﬂ nach o6 , die temporiren Kur-

-?.
ven nihern sich der sinculiren Kurve durch diesen Punkt

72 Yo

stellt offenbar die stationsire Lisung dar, Obwohl sich

asymptotisch, Die singulére Kurve (I) durch

der sinculBren Kurve (III) im hinterenStaupunkt beiﬁ/"?g
S Z %

die temporiren Kurven analog enschmiegen, s8¢ kPnuen wir
diese doch nicht sls stationfir betrachten, da zwischen
I und JTIT, wie dle temporiéiren Kurven zeigen, kein physi-
kalisch begriindeter Ueberzang miéclich ist, Die Vermutung,
dags durch Reriicksiechticung der verinderten eingeprigten
Strmane bei fortschreitender Ausbildung der Crenzschicht
diese sinculiére Kurve III verschwinden wiirde, bestiitigte
sich nicht.Das Verhalten im hinteren Stanpunkt deutet
auf eine mehrdeutizkeit vond -hin ( cemehrfach gleiehZ[ 7
was such durch die Blasiussche Losung nicht ausgeschlos-
sen wird), wobei der eine Wert etwa durch unsere EKurve III
geliefert wird, der andere in Fortsetzunz von I nach 00
gertickt ist., Ds wir uns aber bereits hier im Wiarbelsgebiet
befinden, so wird die Grenzschishttneorie nichts Genaues
mehr asussegen, ; :

Die stationsre Lisung wird durch I dargestellt. Pohl-
haa.sen_. (1.6.) hat, da ihm nur des (zx} =Dpiscramm zur Ver-
ﬁigung stand, unter diesen Xurven nach Symmetriegriinden I

als stationBre LEsung auszewihlt, Dieselben Griinde kann




/4

—
-~

20

aber such die Kurve IT duroh deu Sattelpunkt bér%/_”g:/]y |
geltend mechen, I] wird, venn wir dis zeitliche Eatwicke-
lung eisbegziehen, nicht von dem temporiren Eurven erreioht)

Indessen versuten wir nsch unserz sllzemeinen Deutunso.

| rinsipien, fass d wiederum doppeldeutiz wird und dass

I einen *Boppelcinver® von I liefert, der be éﬂa&a&-
ertet, was durch Betrachtuns des Profiles uew, bestitict
wird.

BeimBeispiel der in sioh verschieblichen, hin und
her sctwinzenden Wend hetten wir unter 3 (8.14)15) re-
sehen, dass dis Fhheruns verbessert wird, wenn wir in des
Aunsatz fir 4/ f} nieht bless den Koeffizienten von /f,"
sondern such den vez;/f J sus der Differentialxleichung
der Crengschicht (1) best immen, Dissor letsts muss fiy
w=0 im stetionéren ¥sll einfach verschwinden. Wir er-
hal ten

. (Zm‘i L {/'— -3 // é‘—-/i j

wenn wir die Goricen Gra-::sbeﬁingmgan aurre@htarm ten,
Pie Interrslbedinrung liefert als Differentislslieichune

des stetioniren Problens:

~ 2070 0+ AOIF65] + A3 (02 5% 478 55 % &7y —J//af//

2 (— 750 +2E f2sA+ 7557\%)

Bs gzeizt sich such hier dem Auftreten von 3 sinfe~
léren furven, entsprechend wie in der ersten Niaherunz,

. Bin theoretischer Forteohritt wird sloso in dieser Bezic.

aans nicht ersielt, Aus snderen Orianden ist die mumeri-
eche Durchffihrun® des Verfehrene nicht ohne Interesse und
s0ll deshalb endter erfolreh. ‘
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n Typ hatten wir bereit sor-— %‘

S & ass wir Uber die stationiiren
ert siud,
e _rotierenden Zylinder bedsrf
- 2im ruhenden Zylinder war diese
e  ickstrtmung bestimmt, der Ablé-
- Y
\ber diese Defination; denn
i . ; vorn herein Riickstromung fiur |
| ir hier den Verlauf der Crens. ‘
4 | bietet sieh sls neuse, pE—
; : - \S dort Ablésung eintritt, uof |
R i e yieneran Fall alsoM bezw, Zf |
0% BE ey E ;;der X = Richtung niaht we ier
Aol gk o i3 j§t_u_hh netirlich hierbei wa eia
Lo &//I i <\fx Luna nieht um ein ”scheinbares?”,
! / ' \ f«: : peutiz!keit von / beim Ausarten
T | meisptel vei g-Z ouftrit,
’Ef*' ' | " _gen im durchgerschneten Fall
B e #, At - n anderer Weise zu definieren,
o Famt et — Lo
\ s \ | 8 T [waxr die "Verdransungsdicke”
- \ ' ' \ b s Ortsse, um welche die Strom-
; ] \ _ I  nach aussen verschoben werden:
By ﬂg{ g ien Zyxlinder verlliert auch die-
o \ \ [N miphysikalische Bedsutung, wie
[_ o \ | \ : ' |  bigt. Behalten wir die formale
ERBNREEMERESETE L o

=i Le3r

2 -

Aol
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Als Beispiel fiUr diesen Typ hatﬁen wir bereit o - a%L
susfihrlich diskutiert, sodass wir iiber die stationsirer
Losungen u.8, schon orientiert siud,

Riner Klarung fir den rotierenden Zylinder bedarf
der Becr iff der AblUsung, Beim ruhenden Zylinder war diese
@urch das Eintreten einer Riickstrtmung bestimmt, der Ablo-
sunsspunkt ist definiert aurch'

(2— / -7

Fir «/ #‘ versagt offenber diese Defination; denn
durch die Rotation tritf von vorn herein Riickstromung fir

7 < x “~2% ein, Wenn wir hier den Verleuf der Crens-
schichtdicke {liberblicken, so bietet sieh &ls neue, &ﬁrchaus
anschauliche Definition, dass dort Ablésucg eintritt, a'of ;
sehr stark ansteicgt, im stationiren Fall alsfo{[ hezw.%
nach ) gent, ﬂ/,deshalb in der X = Richtung nieht we ier
fortsetzber ist, Es wuss sich natiirlich hierbei um ein |
"echtes Ende” vonc/b handeln und nicht wm ein ’seheinharas’
wie es im CGebiet der Doppeldeutigkeit von.ﬂ/.haim Ausarten
des einen /ﬂ im vorlierenden Beispisl bed X”fé?' auftritt,

Die Abvlésungspunkte liegen im durchZerschneten Fall
demnsch vei x= Z hel U

Versnnhéc!die Ablosung in anderer Weise zu definieren,
hatten keiﬁen rechten Erfolz,

Beim ruhepden Zylinder war die ?Verdréansungsdicke”

1/3‘ definiert als diejenige Crisee, um welche die Strom-
linien der Potentialstrmmnng nach aussen verschoben werden:
P = f ¢6? Beim rotivenden Zyxlinder verliert auch die- |
se Grbsse ihre anschauliche physikalische Bedsutung, wie
das Ceschwindigkeitsprofil zeiszt, Behalten wir die formale

Definition bei, so wird

s
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X
Wir sehen, dsss / nezativ , soZar nezativ unendlich wer. |

den ksan, |

Eine aiafaehe phyaikel isahe Baﬁaatm behiit nur

[y - e [ (XDt

d.h. die wezen der Reibun® eintretende Renderuns der durch
fliessenden Mense. | '

Den Verlsuf von 7/ <meizt die Abb.10, aim.‘i/ ;ix’z‘:,

dann im stetioniren Fall, : :

Abk, 11 zeizt des Storlinienbild innerheld der Crens.

sehicht for :)Z' ~ =4

& 4_
. 7 = o
HLAX #;h
Als Beiapilel nehmen wiraw = . Jeoh den sallremeinen Peun.
tuncspringipisn finden wir sus dem Bild der temporiiren
Kurven die sitationiren, in diesem Palle 2 sintuliéire Kur-

vavz, dia inreh faiwmﬁre Punkte 2, Art &'2. und 4, Ouse

e e o LR B
: ; i | - ¥ i : 1 k A
! | il s | i ! it :
; e il i ; ’ 5' A F 343 ?}4
i | | ‘ ‘Z{.__.. "Zm —-él M;‘*#/ J}@Z ‘yr
iz Ty
i) ! i : 1 Ly : il Ag
(i s ; ] ! | ; ; |
e : . \)\ | )’/ el et
— G R e
e e = - "
- i 2 v b
i ; i Sl

Auf dlese gurven als auf statlonire wirden wir such zefihrt
wenn wir bel stetizem Wachsen vensd/ die Porménderuns der
Isoklinen > =c0 wund damit im Zusemmenhens die der singu~
léren stationiiren Kurven verfolsten. = Rie beiden statio-
néren Euwrven stossen im 2, Quadranten mit einer Puge zusame
men, die wir uns etws duroch die restrichelte Kurve fber-
briokt denken missen. |
Die Ablésunispunkte werden weiter im Binse der Rota-
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tion versehoben und liezen beil 4"-*4( ﬁ sghon susammen bei

§ 2, Bei verinderlicher ?oﬁaatf&lnm.

Bisher hatten wir fir 4 immer die wrsprinzlioche Po-
tentialetrémuns enfenommen, Doch wird Q durch die Vore
sinre in der Crensschicht bedeutend veridnders, vesonders
dadurch, dass sieh Grenzsohiehtemterial vom Zylinder
losltet umd Wirbel in die freie Flissigzkeit hinausZesandt
werden. Beim rotierenden Zylinder wird dieser Ablésunes-
vorzans unsyemetrisch erfolgen, sodass Uberwiegend Wirbel |
des einen Binnes sbrehen werden. Die Zirkulation jedes ;
abwandernden ¥Wirbels .m:ss nom ein Aeguivelent in elner
entrerenvesetztirleichen Zirkuletion hsben, die den Xire
rer umkreist, scdess nlso Z/f&r sphitere Zeiten Zirku.
letion sufweisen muss, Als stationire ZirRulstion e der
einrepristen Strisuny ? stellt sich offenbar &ie ein,
7 1st,

Die srste Baheruns der ansuen elafeprigtesn Strimans
ist %zjﬁ/&,}é f;/ wenn die bisherige Rinheitenbe-
stimmunr beibehalten wird, _ :

Bs 1st wan nicht wdrlich, mit Hilfe der Grensschicht-

ted der die abwandernden Wirbelstirke insgZesamb

theorie die stwandersden Wirbel zu erfsssen, Wir kinnen
nay unrefshr Rickschlilsse aus der 'Eirb&lsbﬂém inder
Grengechicht euf die abwandernden Wirbel machen,

#1s relstiv breuchbarstes Eriterium sur Peststellung
dor endriltigen Zirkuletioa C der erstien a&hﬁrmysj/?’ ’;f.
+‘ej net sieh nech mencherlei Versuchen des folZende her-
susrestellt, Wir bdetrsohten den Wirbeltrsnsport durch eine
Linie, die wir im konstanten Lbe‘am:@dy"%m g_? mia-
der lesen. Dieser wird durch des Tnbesrsl Zr—/aﬂ‘ ycﬁ f
darsestellt, Der Eiitsh@rt aller dieser Iaf'tegrale e |
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In der Crenssohicht ist rot V—-—;’l‘.‘/ s Gsgegen flr
%_ 7/-. in der Potentislstrisrmns Zgrﬂ = , Bir kfne

nen non an-ehmen, 4dass im atetiopfiren Pell dssjenlice é

i

suftritt, bei dem der mittlere Wirbelirensport 7 wird,

glso dss In wsrrs‘}
Lot / / P dx by = I~

ist,
. Pir d¢ie Wahl dieses Mittelwertes sprechen sewh foros.
le Griéade, demn F lisst sich leions in folzeunder Welse

Tt C\?’if L%k

/W/ v tady = [ 7y o vy
‘/ ﬁﬂ%% /%

burah ,,*'1 tislle Intecration 3-'“‘ 16 z’z
/W'f%frﬂe/ /”’““f
8 ,un paclh der Eo: "'i,.ai!‘* 8 3{*"‘ nung x“afam&n least:
/7/ —'*///“47 */""“‘%
- y/(ﬁ—;»//a;; " -g) 1% 2 )%
- - 4‘/‘7 * [ 22
““&/? gox/¢‘%V

Interriore ich Aie sinselnen Bumseanden znech X zeischen

dan Cre:x ?i““" f und 84/'-; g0 erhelie ia:' far

224 = (7 "?J
/f’%;oévv/& /W%‘*‘*

wira’, o&ar, wagh ma cemise den Begzelichnunzen suf .20

setge: /; a% g/\x

Bodas: z
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berschuss der sbwandernden Wirbel des einen Binnes klei.

cer wird els fir =07 ds derjenize Sullpunkt des In-

tegranden, der zwischen den Ablésunsspunkten liezt und

auron A =JA, vestimmt ist, nseh dem Ablisunzspunkt bei
*_P7"  zu verschoven wird, sodsss 4ss Ueberschussgebiet
Tsﬁzl;aalar wird,

2 wird slso miizlich sein, sich suf diesem Weze
ein Bild von den schliesslichen B'trﬁwmn
2U mAchen. 7

' Am Benluss meiner Untersuchunsg michte ich melnem
hoghvershrten Lehrer, Herran Prof, Prandtl =einen Dank
fiir die Amreuns gu diesar Arbelt sowie seine Unterstiit.
ming bei Vellendunz derselben aussprechen,



Levenslauf.

s

dm 13.10,1900 wurde ich, Walter Tollmien, als Sohn
des Militirinvaliden Gustav Tollmien in Berlin seboren,
Meine Sehulsusbildunz erhielt ich in der Heuptsache suf
dem Melsuohthonzymnasiom in Wittengberz, Im Oktober 191%
trat ich infolae der Xriegsverhidltaisse ia die Wabrik
Gummiwerke "Blbe” bei Witteanberz ein, wo ieh 1 1/2 Janr
titiz war, Im Sommersemester 1919 bezenn ich in Berlin
miech besonders dew Studiuwm der Habtlematik, Physik und Chew
mie gu widmen, das ich seit dem Herbst 1920 in Géttinzen
fortsetate, Iei besuchte heuplsichlich die Vorlesunzen
uad Uebungen folzZender Herrexn Dozenten:

in Berlin: i
Berast, Hothe, Rubens +,
in Géttinsen
Berostein, Born, Ceurant, Framck, Hilbert,
Leadew, Prendtl, Reich, Runge, Wiechert, Windsus,
Allen diesen schulde ich meinen Dank,
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